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              В школьном курсе алгебры есть  четыре основные темы: тождественные преобразования выражений, функции, их графики и свойства, уравнения и неравенства. Очень часто задачи, связанные с функцией, формулируются так: построить график и исследовать свойства функции, или наоборот: исследовать свойства функции и построить график. Поэтому свойства функции воспринимаются как нечто неотделимое от  графика и необходимое только для его построения. До определённого времени я считала, что функции, уравнения и неравенства объединяет только понятие области определения. Потом оказалось, что метод интервалов основан прежде всего на непрерывности; решение показательных и логарифмических уравнений и неравенств опирается на монотонность. Даже в школе встречаются уравнения, требующие графического способа решения. Решая задания вступительных экзаменов в ВУЗы, я столкнулась  с необходимостью использования свойств функций. Таким образом, оказалось, что свойства функции активно применяются при решении задач, напрямую не связанных с построением графиков. Мне захотелось  подробнее разобраться в этом вопросе.

                    Теоретическая справка.

       В своей  работе я использую понятия, связанные с числовыми функциями одного аргумента. Рассмотрим их.

· ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ.

Если функция задана формулой, то ее область определения – это все значения аргументы, при которых формула имеет смысл. Отсутствие смысла связано, например, со знаменателем, равным нулю, с отрицательным значением подкоренного или подлогарифмического выражения. Решение любого уравнения и неравенства подразумевает использование области определения.

· ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИЙ. ОГРАНИЧЕННОСТЬ.

Множество всех значений функции называется ее областью значений. 

Функция называется ограниченной сверху (снизу), если существует такое число С, что f(x)≤C (f(x)≥C) для любого х из области определения. Функция называется ограниченной, если она ограничена сверху и снизу. Например, синус и косинус  -  ограничены, показательная функция ограничена снизу и т.д.

· МОНОТОННОСТЬ.

Функция называется строго возрастающей (строго убывающей) на интервале Х, если для любых чисел а и b из интервала Х выполняется условие: из того, что a>b следует, что f(a)>f(b) (f(a)<f(b)). Если  функция строго возрастает или строго убывает на всей области определения, говорят, что она монотонна. В этом случае каждое значение функция принимает только один раз. 

· НЕПРЕРЫВНОСТЬ.

Функция непрерывна в точке, если предел функции в точке равен ее значению в этой точке. Функции, изучаемые в школе, или непрерывны или имеют конечное число точек разрыва. Причинами разрыва обычно являются наличие знаменателя, который может быть равен нулю, или кусочное задание функции.

                           Использование ОДЗ

  Очевидно, что в большинстве случаев при решении уравнений и неравенств мы учитываем ОДЗ. Полезно помнить о найденном ОДЗ в процессе решения, а не вспоминать о нем в последний момент. Например, в логарифмических неравенствах с переменным основанием иногда ОДЗ определяет возрастание или убывание логарифма, что позволяет не рассматривать два случая при решении. В задачах, содержащих модуль, ОДЗ может однозначно задавать знак подмодульного выражения. 

Иногда знание ОДЗ позволяет доказать, что уравнение ( или неравенство ) не имеет решений, иногда позволяет найти решения уравнений ( или неравенств ) непосредственной подстановкой чисел из ОДЗ.

Пример 1. Решить уравнение

 [image: image2.png]V3 —x =logs(x - 3)




Решение. ОДЗ  этого уравнения состоит из всех x, одновременно удовлетворяющих условиям  [image: image4.png]


 и [image: image6.png]x—3>0



, т. е. ОДЗ есть пустое множество. Этим решение уравнения и завершается, так как установлено, что уравнение не имеет корней.

Ответ: решений нет.

Пример 2. Решить неравенство

[image: image8.png]i+ e —1<2" —log,(1+ 2



 

Решение. ОДЗ неравенства состоит из всех x, одновременно удовлетворяющих условиям [image: image10.png]


,  [image: image12.png]


, т.е. О ДЗ состоит из двух чисел [image: image14.png]


 и [image: image16.png]


. Подставляя [image: image18.png]



в неравенство, получаем, что его левая часть равна 0, правая равна 1, т.е. [image: image20.png]


 есть решение неравенства. Подставляя [image: image22.png]


 в неравенство, получаем что [image: image24.png]


 не является его решением, поскольку левая часть неравенства равна 0, а правая часть равна 

-1/2 .

Ответ: Х=1.

             Использование ограниченности функций.

   При решении уравнений и неравенств свойство ограниченности снизу или сверху функции на некотором множестве часто играет определяющую роль.

Решая уравнения sinx=5 или
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, мы говорим, что они не имеют решения, опираясь на ограниченность функций. Но мне встретились и более сложные случаи использования ограниченности.

   Например, если для всех х из некоторого множества М справедливы неравенства f(x)>A и g(x)<A, где А- некоторое число, то на множестве М уравнение f(x)=g(x) и неравенство f(x)<g(x) решений не имеют.

   Заметим, что роль числа А часто играет 0, в этом случае говорят о сохранении знака функций f(x) и g(x) на множестве М.

Рассмотрим задачи, которые практически невозможно решить, не применяя ограниченность.

Пример1. Решить уравнение.

[image: image26.png]cos x + cos 9x = 2




Так как [image: image28.png][cost| <1



, то чтобы сумма двух косинусов была равна двойке, надо чтобы каждый из них был равен единице. 

[image: image29.png]{cos 9x




, откуда
[image: image31.png]X = 2mn
_2mk



      n,k[image: image33.png]€Z




Ответ: [image: image35.png]nez




Пример2. Решить уравнение

[image: image37.png]sin(x® +2x*+1) =x*+2x+3



.

Решение. Для любого действительного числа х имеем [image: image39.png]sin(x’ +2x*+1) <1



, [image: image41.png]X2 +2x+3=(x+1)°+2>2



. Поскольку для любого значения х левая часть всегда не меньше двух, то данное уравнение не имеет решений.

Ответ: решений нет.

Пример3. Решить неравенство

[image: image43.png]


.

Решение. ОДЗ неравенства есть все действительные х, кроме х=-1.

Разобьём ОДЗ на три множества: [image: image45.png]—o <x < -1



, [image: image47.png]-1<x<0



, [image: image49.png]0<x<+o0



 и рассмотрим неравенство на каждом из этих промежутков. 

Пусть [image: image51.png]—o <x < -1



. Для каждого из этих х имеем [image: image53.png]


, а [image: image55.png]f(x)=2%>0



. Следовательно, все эти х являются решениями неравенства.

Пусть [image: image57.png]-1<x<0



. Для каждого из этих х имеем

 [image: image59.png]2x
g(x)—l—mzl



, a [image: image61.png]flx)=2%<1



. Следовательно, ни одно из этих х не является решением неравенства.

Пусть  [image: image63.png]0<x<+o0



. Для каждого из этих х имеем  [image: image65.png]2x
g(x)—l—m<l



, а [image: image67.png]f(x)=2%>1



.  Следовательно, все эти х являются решениями неравенства.

Ответ: [image: image69.png]—o <x < -1



, [image: image71.png]0<x<+o0



.

Следующую задачу можно решить иначе, но в этом случае решение будет выглядеть значительно сложнее.

Пример4. При каких значениях а найдутся такие b, что числа 
[image: image72.wmf] 
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будут являться последовательными членами геометрической прогрессии?

По характеристическому свойству геометрической прогрессии 
[image: image73.wmf].
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Введем замену 
[image: image75.png]



и рассмотрим функцию [image: image77.png]f(x)

x%

+4



  при х>0. Разделив почленно числитель на знаменатель получим [image: image79.png]


 по известному неравенству. Рассматриваемая функция на интервале [image: image81.png](0; +20)



 непрерывна и неограниченна сверху, поэтому она принимает все значения из промежутка [image: image83.png][4; +0)



. Значит найдутся такие b, при которых [image: image85.png]5%%+4
Sb

=4



. Откуда, решая неравенство [image: image87.png]


, получим ответ: [image: image89.png]a=4
a< —4




   Мне встретились несколько задач, в которых вводится совсем неочевидная замена переменной. которая, однако, значительно упрощает решение. В некоторых заданиях ОДЗ или необходимое условие существования решения дает ограничение переменной, которое позволяет сделать тригонометрическую подстановку.

Пример5. При каких а неравенство 
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 имеет решения?

По области определения -1≤х≤1, тогда можно сделать тригонометрическую замену:

x=cost, где 0≤t≤π. 
Получим неравенство [image: image92.png]V1—cos?t > a— cost



 или [image: image94.png]|sint] > a — cost



.

Так как [image: image96.png]sint = 0



, то [image: image98.png]cost +sint > a




[image: image99.png]3
VZsin(t + E) >a




Левая часть неравенства ограничена, наибольшее значение равно [image: image101.png]


, значит только при [image: image103.png]a <2



 исходное неравенство имеет решение.

Пример6. При каких a и b система

[image: image104.png]{

x*+y*=1
ax +bx =1




Имеет единственное решение?

Решение Попробуем сделать тригонометрическую подстановку. Посмотрим на первое уравнение системы. 

Так как [image: image106.png]lxl <1



 и [image: image108.png]lyl<1



, то возможна замена x=sinα, y=cosα, где [image: image110.png]a € [0; 2m)



. Теперь достаточно выяснить при каких a и b уравнение [image: image112.png]asina + bcosa = 1



, где [image: image114.png]a € [0; 2m)



, имеет единственное решение. Воспользуемся известным из тригонометрии методом преобразования левой части этого уравнения. Так как случай [image: image116.png]a’+b*=0



 нас не устраивает, то имеем [image: image118.png]\/a2+h2( =
msina+ L
Femcosa) =1



. Отсюда [image: image120.png]sin(@ + ¢) = ==




 , где [image: image122.png]VaZ+b?



 , [image: image124.png]sin g = ==



. Заметим, что функция [image: image126.png]f(a) = sin(a + ¢)



 на отрезке [image: image128.png][0; 2m)



 каждое своё значение, кроме 1 и -1, принимает более одного раза. Поэтому условие единственности решения достигается при [image: image130.png]VaZ + b?

1



.

Ответ. [image: image132.png]a’+b*=1



.

                        Использование монотонности.

Решение уравнений и неравенств с использованием свойства монотонности основывается на следующих утверждениях.

1. Пусть f(x) – непрерывная и строго монотонная функция на промежутке £, тогда уравнение f(x)=C, где C – данная константа, может иметь не более одного решения на промежутке £.

2. Пусть f(x) и g(x) – непрерывные на промежутке £ функции, f(x) строго возрастает, а g(x) строго убывает на этом промежутке, тогда уравнение f(x)=g(x) может иметь не более одного решения на промежутке £.

Доказательство:

Предположим, что общих точек две: (х1,у1), (х2,у2). Так как х1 не равен х2, то предположим, что х1<x2, тогда f(x1)<f(x2). Но f(x1)=g(x1), f(x2)=g(x2), значит g(x1)<g(x2). Получили противоречие с условием, наше предположение неверно, значит, теорема доказана. 

        Пример1. Решить уравнение

[image: image134.png]x - 2% F2x+3 = g4



.

Решение. Очевидно, что [image: image136.png]


 не может являться решением уравнения, так как тогда [image: image138.png]x - 2% 243 <



. Для х>0 функция [image: image140.png]2.
y = x - 2% t2x+3



 непрерывна и строго возрастает, как произведение двух непрерывных положительных строго возрастающих для этих х функций f=x и [image: image142.png]=
x°+2x+3
g=2



. Значит, в области х>0 функция [image: image144.png]2.
y = x - 2% t2x+3



 принимает каждое своё значение ровно в одной точке. Легко увидеть, что х=1 является решением уравнения, следовательно, это его единственное решение.

Ответ: х=1.

      Пример2. Решить неравенство

[image: image146.png]2"+

3+

4%
<3



.

Решение. Каждая из функций  [image: image148.png]


, [image: image150.png]


, [image: image152.png]


, непрерывная и строго возрастающая на всей оси. Значит, такой же является и исходная функция [image: image154.png]y=2"
+3"
+4"



. Легко увидеть, что при х=0 функция [image: image156.png]y=2"
+3"
+4"



 принимает значение 3. В силу непрерывности и строгой монотонности этой функции при х>0 имеем [image: image158.png]2"+

3+

4%
>3



, при x<0 имеем  [image: image160.png]2"+

3+

4%
<3



. Следовательно, решениями неравенства являются все х<0.

Ответ: [image: image162.png]—o0<x <0



.

      Пример3. Решить уравнение

[image: image164.png]—Vx—2+Vi8—x=2



.

Решение. ОДЗ уравнения  есть промежуток [image: image166.png]


. На ОДЗ функции [image: image168.png]flx) = -Vx—2



 и [image: image170.png]g(x) = Y18 —x



 непрерывны и строго убывают, следовательно, непрерывна и убывает функция

 [image: image172.png]h(x) = -x—2+ V18 —x



. Поэтому каждое своё значение функция h(x) принимает только в одной точке. Так как h(2)=2, то х=2 является единственным корнем исходного уравнения.

Ответ: х=2.

Пример4. Решить уравнение 
[image: image173.wmf]3
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Рассмотрим левую часть уравнения как функцию от х. Эта функция монотонно возрастающая на всей области определения и значение, равное числу, стоящему в правой части может принимать только один раз. Значит уравнение может иметь не более одного корня. Легко определить этот корень подбором: х=а.

Пример5. Определить количество корней уравнения 
[image: image174.wmf]3
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[image: image175.wmf]               
[image: image176.png]V2x +8+V2x+3=a




Рассмотрим левую часть уравнения как функцию от х. Она монотонно возрастает на области определения [image: image178.png][-1,5; +)



. Тогда её область значений [image: image180.png][f (—=1,5); +0)



. [image: image182.png]f(-1,5) =5



, значит уравнение имеет единственное решение для всех [image: image184.png]a>+5



, при остальных значениях а – решения нет.
Ответ: при [image: image186.png]a>+5



 - одно решение,

             При [image: image188.png]a<5



 - нет решений.

                             Использование графиков.

  Из всех понятий, связанных с функцией, использование графиков при решении различных задач наиболее очевидно. В школе на уроках мы изучали графический способ решения уравнений и неравенств, использовали параболу при решении задач с параметром на определение положения корней квадратного уравнения относительно заданных чисел. Часто корни уравнений, которые нельзя решить с помощью алгоритмов, можно найти подбором, а графически обосновать их количество. Я не буду останавливаться в работе на задачах, мне известных из школьного курса алгебры. Тем не менее, мне хочется  рассмотреть задания, которые мне не встречались на уроках.

   Графический способ  даёт приближённое решение, поэтому всегда требует проверки. Делать выводы по чертежу можно только в случае его абсолютной очевидности, что бывает крайне редко. Более того, иногда графики могут ввести нас в заблуждение, так как любой чертёж подразумевает погрешность. Например, по чертежу не всегда возможно определить взаимное расположение прямой и окружности (случай касания) или двух близко расположенных кривых. Вопрос необходимости аналитического обоснования графического решения – это вопрос опыта и интуиции.  
 При  решении уравнений или неравенств иногда полезно рассмотреть эскиз графиков их правой и левой частей. Тогда этот эскиз графиков поможет выяснить, на какие множества надо разбить числовую ось, чтобы на каждом из них решение уравнения или неравенства было очевидно.

  Рассмотрим две задачи, где эскиз графика лишь помогает найти решение, но само решение будет аналитическим.

Пример1. Решить неравенство

[image: image190.png]VI—x2 < %5 —x



.

[image: image191.jpg]




Решение. ОДЗ неравенства есть все х из промежутка [-1,1].  Эскизы графиков функций [image: image193.png]flx) =V1—x?



 и [image: image195.png]g(x) =5 —x



 представлены на рисунке. Из графика следует, что для всех х из ОДЗ неравенство справедливо. Докажем это. Для каждого [image: image197.png]xe[—1,1]



 имеем

 [image: image199.png]0<f(x)<1



, а для каждого  такого х имеем, что                 [image: image201.png]Vs—x=2¥4>1



. Значит, для каждого [image: image203.png]xe[—1,1]



 имеем

 [image: image205.png]f(x) <1<g(x)



. Следовательно, решением неравенства будут все х из промежутка [-1,1].

Ответ: [image: image207.png]


.

Пример2. Решить уравнение

[image: image209.png]x? + 2x+ 3 = V4 —x?



.

[image: image210.jpg]



Решение. ОДЗ уравнения есть все х из промежутка [image: image212.png]


. Эскизы графиков функций [image: image214.png]fx) =x*+2x+3



и [image: image216.png]g(x) = V4 —x2



 представлены на рисунке. Проведём прямую y=2. Из графика следует,  что график функции f(x) лежит не ниже этой прямой, а график функции g(x) не выше. При этом эти графики касаются прямой y=2 в разных точках. Следовательно, уравнение не имеет решений. Докажем это. Для каждого [image: image218.png]x € [-2,2]



 имеем [image: image220.png]V4—x2<2



, а [image: image222.png]x?+2x+3=(x+1)?+2=2



. При этом f(x)=2 только для [image: image224.png]


, а g(x)=2 только для х=0. Это  означает , что уравнение не имеет решений.

Ответ: решений нет.

   В следующих задачах чертёж будет решением, требующим минимальных аналитических действий.
Пример3. Найти все значения параметра b, при которых уравнение

[image: image225.png]lg2|x| +1g(2 — x) — 1g(1gbh)




имеет единственное решение.

Решение. Для удобства обозначим lgb= a. Запишем уравнение, равносильное исходному:

[image: image227.png]lg(ZIXI 2- x)) =lga



. Переходим к равносильной системе

[image: image228.png]x<2
x#0

{ZIxI(Z —x)=a




[image: image229.jpg]v





Строим график функции [image: image231.png]y = 2|x|(2 —x)



 с областью определения [image: image233.png]x <2



 и [image: image235.png]x #0



. Полученный график семейство прямых y = a должно пересекать только в одной точке. Из рисунка видно, что это требование выполняется лишь при [image: image237.png]a>2



, т.е. [image: image239.png]lgh > 2



, [image: image241.png]b > 100



. 

Ответ.[image: image243.png]b >100



.

Пример4. Найти все значения параметра а, при которых система неравенств

[image: image244.png]{x2+a+4x+3§0
2a—x+2=0




Удовлетворяется лишь при одном х.

Выразим а

[image: image245.png]



Изобразим множество точек (х,а), удовлетворяющих данной системе.

Тогда задачу можно переформулировать так: каким значениям а соответствует только одно значение х? Аналитически найдём координаты вершины параболы (-2,1) и точки пересечения прямой и параболы (-4,-3), (-0,5;-1,25).

[image: image246.jpg]



Из чертежа очевидно, что таких значений а два.

Ответ: а=-3, а=1.

   Итак, оказалось, что существует большое количество задач, которые практически невозможно решить без использования свойств функций или при решении которых применение свойств значительно облегчает решение. Применение свойств функций – это важный вспомогательный метод решения уравнений и неравенств, демонстрирующий связь различных областей алгебры. В процессе написания работы я познакомилась с различными приёмами решения задач, а на некоторые старые приёмы посмотрела с новой точки зрения. Надеюсь полученные знания помогут мне на выпускных и вступительных экзаменах. 
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