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  1.  Введение.

        Я выбрала тему « Решение уравнений высших степеней». В математике и физике нам часто приходиться решать уравнения, но зачастую это бывают уравнения высших степеней, которые нельзя решить подбором корней и для которых нет формул решения через коэффициенты, как для линейных или квадратных уравнений. В школьной программе этот вопрос рассматривается недостаточно глубоко. Мне стало интересно: так как же решать такие уравнения. В этой работе я попыталась найти ответ на этот вопрос.

       2. Историческая справка.

    Всякое алгебраическое уравнение относительно x можно записать в виде        a0xn + a1xn – 1 + … + an = 0, где 
[image: image1.wmf]i
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 - коэффициенты уравнения, n – его степень.

Уже в древности люди осознали, как важно научиться решать алгебраические уравнения, ведь к ним сводятся очень многие и очень разнообразные вопросы практики и естествознания. Многим, разумеется, приходила в голову мысль найти для любой степени n формулы, которые выражали бы корни уравнения через его коэффициенты, решали бы уравнение в радикалах. Однако в течение целых семи столетий требуемых формул никто не нашел. Только в XVI веке итальянским математикам удалось продвинуться дальше – найти формулы для n равного 3 и 4. 

      Трудно сказать, кто реально вывел окончательные формулы, но формула корней кубического уравнения носит имя Кардано. Для n = 4 формулу открыл Феррари. В дальнейшем решением проблемы занимались Руффини     (P. Ruffini, 1765-1822) и Абель (N.-H. Abel, 1802 - 1829). Руффини предложил доказательство неразрешимости в радикалах уравнений 5-й степени, коэффициенты которого являются независимыми переменными. Однако его доказательство окончилось неудачей.

    Нужен был принципиально новый подход. В 1824 году норвежский математик Нильс Генрик Абель, опираясь на идеи Лагранжа, связанные с перестановками корней уравнения, доказал, что требуемых формул, которые решали бы в радикалах уравнение общего вида, при n(5 действительно не существует. Встал вопрос о полном решении задачи – нахождении критерия разрешимости уравнений в радикалах, т.е. необходимого и достаточного условия, которое по коэффициентам a0, a1, …, an  любого заданного уравнения позволяло бы судить, решается уравнение в радикалах или нет. 

       Вопрос о разрешимости уравнений в радикалах был окончательно разобран, во всяком случае, принципиально, в работах Галуа (Evariste Galois, 1811-1832). За свою короткую жизнь Галуа успел создать теорию, которая до сих пор стоит в фокусе математической мысли. Рассматривая численные уравнения, он установил понятие их группы, т.е. совокупности таких подстановок между их корнями, которые не нарушают рациональных соотношений между ними. Эта группа определяет для каждого уравнения алгебраическую структура его корней. В частности, уравнение разрешимо в радикалах тогда и только тогда, если его группа принадлежит к числу так называемых разрешимых групп. Таким образом, вопрос о разрешимости каждого данного уравнения в радикалах может быть решен при помощи конечного числа действий. Еще Гаусс в конце XVIII века доказал «основную теорему алгебры», гласящую, что при любых a0, a1, …, an данное уравнение имеет в поле комплексных чисел n корней, точнее, стоящий в его левой части многочлен f(x) может быть разложен на линейные множители

f(x) = a0(x - (1)…(x - (n),
где (1 … (n – некоторые комплексные числа (называемые корнями уравнения). Галуа же нашел способ (свойство коэффициентов) доказать, что в радикалах в общем виде разрешимы только алгебраические уравнения до 4 степени включительно, тем самым поставив точку в решении этой проблемы.

             3.Частные виды и способы решения уравнений высших степеней.

               Возвратные уравнения

   Уравнения вида 
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называется возвратным. Для его решения надо разделить уравнение на х². Это можно сделать, так как х=0 не является корнем данного уравнения. После этого делается замена переменной:
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 и решение сводится к решению квадратных уравнений.

              Однородные уравнения

    Уравнение от нескольких переменных называется однородным, если сумма степеней всех переменных в каждом слагаемом постоянна. Некоторые уравнения от одной переменной можно тоже считать однородными. Рассмотрим уравнение:
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          Решение биквадратных уравнений хорошо известно из школьного курса.

В частных случаях уравнения высших степеней можно решить методом замены переменной или методом разложения на множители. 

    Для рациональных уравнений с целыми коэффициентами есть теорема о подборе рациональных корней.


[image: image5.wmf]та.

коэффициен

 

старшего

 

делитель

 

 -

q

а 

  

та,

коэффициен

о

свободног 

 

делитель

 

 -

p

тогда 

,

a

 

уравнения

 

корень

 

 -

q

p

x

 

Если

n

0

...

0

1

1

1

=

+

+

+

+

=

-

-

a

x

a

x

a

x

n

n

n


    Тогда можно составить все возможные числа p/q, если ни одно из таких чисел не является корнем уравнения, то рациональных корней у этого уравнения нет. К сожалению, для нахождения иррациональных корней подобного способа нет. Если один из корней найден, можно дальше понизить степень уравнения, разделив его на (x – p/q).

               4.Общий алгоритм решения уравнений 3 и 4 степени.

    Для вычисления корней кубического уравнения применяется формула Кардано.

__ Пусть дано уравнение вида: 
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.Если старший коэффициент не равен 1, то делим уравнение на него.

__Приведем его к виду 
[image: image7.wmf].
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Для этого сделаем замену: 
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__После чего найдем корни по формуле:
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__Дальше находим корни исходного уравнения:
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, где k=1,2,3.

Количество и вид корней:

Если D<0, кубическое уравнение имеет три действительных решения.

Если D>0, уравнение имеет 1 действительный и 2 комплексных корня                     ( сопряженных).

Если D=0, уравнение имеет 1 действительное и 1 действительное двукратное решение или 1 трехкратное(p=q=0). 

    Для n = 4 формулу открыл Феррари, она выглядит сложнее, но тоже использует только четыре арифметических действия и извлечение радикалов.

    Уравнение 4-й степени имеет вид 
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 при а≠0. Посредством замены y=x+b/(4a) уравнение переводим в приведенное: 
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 где p, q, v рациональные функции коэффициентов a, b, c, d, e. Решение этого уравнения зависит от решения его кубической  резольвенты:
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Если рассматривать уравнение на множестве комплексных чисел, то имеют место следующие соответствия:

Кубическая резольвента                                       Уравнение 4-й степени

Все корни действительны и положительны        4 действительных корня

Все корни действительны, 1 положитель-  2 пары комплексно сопряженных                                                                              ный и 2 отрицательных                                           корней

1 действительный и 2 комплексно                   2 действительных и 2 комплексных

сопряженных корня                                                                 корня

  Если z1, z2, z3 – корни кубической резольвенты, то корни приведенного уравнения находятся по формулам:
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При этом знаки перед радикалами  выбирают так, чтобы выполнялось равенство
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( по теореме Виета). Далее с помощью замены  x=y-b/(4a) находят решения исходного уравнения. 

     Уравнения 5–й и более высоких степеней принципиально неразрешимы в радикалах.     

             5. Методы приближенного решения уравнений.

     Как мы выяснили, даже рациональные уравнения степени выше 4-й, не имеют решения в радикалах через коэффициенты. Что тогда говорить о трансцендентных уравнениях. Даже для рационального кубического уравнения по формуле Кардано часто получаются такие сложные корни в радикалах, практическое использование которых невозможно. Рассмотрим решение кубического уравнения.
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    Пользы от такого решения не много. Поэтому на практике в большинстве случаев применяют приближенные методы решения уравнений. Этих методов довольно много. Наиболее известные: метод половинного деления, метод хорд, метод Ньютона, метод секущих.

     Для применения любого из этих методов надо сначала найти отрезок, на котором находится корень. Это можно сделать, используя теорему о промежуточном значении функции, путем перебора найдя отрезок, на концах которого функция, составленная по уравнению, имеет значения разных знаков. Неудобство метода в том, что можно найти корень в данном промежутке, если он есть, но бывает достаточно трудно найти все корни уравнения. Существуют вспомогательные теоремы и методики отделения корней, но я не буду рассматривать их в данной работе.

      Разберем, в чем же заключается метод половинного деления.

Предположим, что корень отделён на отрезке[a;b] и знаки f(a) и f(b) различны (функция f(x) меняет знак при переходе через корень xο). 

Положим и aο=a и  bο=b,   вычислим значения функции в левом конце отрезка f(аο), и в его середине cο=(aο+bο)/2 :f(cο). Сравним знаки чисел f(aο) и  f(cο). Если эти знаки различны, то корень xο лежит в интервале [aο;cο], если же одинаковы, то тогда различны знаки f(cο) и f(bο), и корень лежит в интервале [cο;bο]. (Возможен ещё случай f(cο)=0; тогда корень xο=cο уже найден.) В обоих случаях смены знака корень оказывается отделён на отрезке [ао;co]
[image: image18.wmf]либо [co,bo], длина которого ровно в два раза меньше длины исходного отрезка [a,b]. Обозначим этот отрезок половинной длины через [a1,b1](то есть положим a1=ao,b1=co в случае, когда f(ao) и f(co) разных знаков, и a1=co b1=bo в случае, когда f(ao) и f(co) одного знака). 
      Далее повторим процесс для отрезка [a1,b1]: снова отыщем его середину c1, найдём значение функции f(c1)и сравним знак этого числа со знаком f(a1); если знаки разные, то корень отделён на [a2,b2]=[a1,c1], если одинаковые, то на [a2,b2]=[c1,b1](или же оказывается, что f(c1)=0; тогда корень найден). Длина отрезка, на котором отделён корень, уменьшилась ещё в два раза. 
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   Последовательное деление отрезка пополам и приближение к корню xo. 
    Поступая тем же образом и далее, получаем, что после k делений длина отрезка, на котором лежит корень, сокращается в 
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(если корень не был точно определён на каком-то предыдущем этапе, то есть не совпал с co). Пусть d  -  заданная точность, с которой требуется отыскать корень. Процесс деления отрезков следует остановить, как только станет верным неравенство 2do≤d. Очевидно, что если при этом положить 

x≈(ak+bk)/2, то расстояние  от корня до середины k-го интервала будет не превосходить d.

     Заметим, что метод деления отрезка пополам ( в отличие от других методов), не предъявляет никаких требований к гладкости функции (то есть к существованию её производной): достаточно, чтобы функция была непрерывной.

         Приведем программу для нахождения корней уравнения степени до 6-й включительно методом половинного деления. Вводятся коэффициенты уравнения, концы отрезка, на котором находится корень, точность вычисления корня.

program klsdth;

uses crt;

var

a,b,d,d0,x0,y0,k1,k0,k2,k3,k4,k5,k6,ya:real;

begin

clrscr;

writeln('a,b');readln(a,b);

writeln('d');readln(d);

writeln('k6-k0');readln(k6,k5,k4,k3,k2,k1,k0);

repeat

x0:=(a+b)/2; y0:=k6*sqr(x0)*sqr(x0)*sqr(x0)+k5*sqr(x0)*sqr(x0)*x0+k4*sqr(x0)*sqr(x0) +k3*sqr(x0)*x0+k2*sqr(x0)+k1*x0+k0; ya:=k6*sqr(a)*sqr(a)*sqr(a)+k5*sqr(a)*sqr(a)*x0+k4*sqr(a)*sqr(a) +k3*sqr(a)*a+k2*sqr(a)+k1*a+k0;

if (ya*y0)<0 then b:=x0

else a:=x0;

d0:=abs(a-b)/2;

Until d0<=d; x0:=(a+b)/2; writeln('x0=',x0:8:3); readkey; end.

      Используя эту программу,  решим два уравнения.

1) 
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     Я использовала написанную мною программу, но все эти действия можно проделать и с помощью калькулятора.


             6. Геометрическая интерпретация результатов 

            исследования уравнений 3-й степени.

                                                      q        

                                                                         x1=x2>0,x3=-2x1<0

                                                       D>0

           D<0


              x1=0, x2,3=±i√-p                       x1=0, x2,3=±i√p
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          Рассмотрим уравнение 
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. Построим в плоскости pOq полукубическую параболу 
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 .Тогда указанным возможным случаям соответствуют следующие области на плоскости pOq:

1.D>0, или 
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.Этому условию, очевидно удовлетворяют все точки плоскости pOq, лежащие правее параболы. Если при этом q=0, то уравнение принимает вид 
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 (p>0), а потому x1=0 ,
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 , что и отмечено на чертеже. Если же p=0,  q
[image: image30.wmf]¹

0, то уравнение принимает вид x3 +q=0. Корнями этого уравнения являются все три кубические корня из –q: одно действительное и два сопряженных комплексных.

2.D=0 , или  
[image: image31.wmf]3
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 . Этому условию соответствуют точки самой параболы.

    Тогда, если x1=x2 ,то x3 =-2x1(по обобщённой теореме Виета сумма всех корней равна второму коэффициенту с противоположным знаком , а в нашем уравнении этот коэффициент равен нулю ).Если при этом q>0, то x1=x2 >0,а x3 =-2x1<0.Если же q<0, то x1=x2 <0 ,а x3 =-2x1 >0.Эти два случая отмечены на чертеже. Началу  координат соответствует уравнение x3=0, имеющий корень x=0.

3.D<0, или 
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. Этому условию, очевидно, удовлетворяют точки плоскости pOq, лежащие слева от параболы. При этом точкам оси Op(q=0,p<0) соответствуют уравнения вида 
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3

=

+

px

x

; их корни x1=0,
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x

-

±

=

3

,

2

, что и отмечено на чертеже.

    Таким образом, на чертеже указаны все возможные случаи, которые могут встретиться при решении приведённого кубического уравнения. Например, если задано уравнение 
[image: image35.wmf]0
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, то без всяких вычислений можно сразу сказать, что это уравнение имеет один действительный и два сопряжённых комплексных корня т.к. на чертеже данному уравнению соответствует точка (-6;-9), лежащая справа от параболы. А если нам понадобиться составить кубическое уравнение, имеющее три действительных корня, два из которых одинаковы и положительны, то для этого достаточно в качестве p и  q взять координаты любой точки верхней половины параболы. Например, точке (-3,2) соответствует уравнение 
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, удовлетворяющее условию задачи.

               7. Выводы.

        В  работе рассмотрено нахождение корней алгебраического многочлена следующими методами: разложение на множители, подбор  рациональных корней, замена переменной, решение уравнений 3-й и 4-й степени в радикалах, а также метод приближённого вычисления. Наиболее универсальным оказался метод приближенного решения уравнения. Его существенный недостаток в том, что сначала надо найти отрезок, на котором  находится корень, что не всегда является простой задачей. А если необходимо найти все корни, то задача становится практически невыполнимой. То есть вопрос об отделении корней остался пока открытым. Хотелось бы в дальнейшем его рассмотреть. Зато я уверена в том, что смогу решить любое кубическое уравнение и уравнение 4-й степени.
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